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����� 3 �����	
�� (Mechanical Systems) 
���� !��"
#$ 

B�C������D�������EF5�5�F5�2 ��4B1C���G�H���D�IE5J�D���G�H����J��2�1��K 
1. BL�4DE���M�5�����/0����2���L����������5����M�3D�N3JND�OFL��21���B����DP��D��	�J 
2. 3�/��1K�����1����L����������M�3D�N3J	�J 
3. 3�������2D����1���1����L����������M�3D�N3J	�J 

 
ND��D�IB�����5Q��KG����2�J��E���M�5�����/0����2��� 2M�3�����������5 ��4���5Q��KG��������

�5��2���BFRD35�� BDC���������/��/P1L������2Q�D1���J���������������2D��L���������LGID���B�5� 

3.1. Mechanical Elements 

3.1.1. "!�(
 (Springs) 

 
����OF3�����E���G� F  2F�����4C����BFRD��4� x  E5�ND��������DLJ�1 3�����E���� F  2F����S��3�

���BFRD��4� x  �J�4  2F���2Q�D1����1���4�4C� (3�C�3�) 2�1��D����4������E���G� (3�C���) ���21��� 
 F kx=  (B��4��Q� Linear spring) 

KJ�F5�4��I�2��LJ��L��2F���1����B/5C��D�������OF E�����B���LGID������4C����L��2F�����1�/Q�EF���1��4�4C�

��� ( )x y−   ���D�IDB����2�1��KBL�4D	�J�Q� ( )F k x y= −  

 
ND5��H0�B��4���D torsional spring �S1�/��12�1��D����3�Q��E����� τ  E5�1P1������	F θ  BFRDB���B2JD 

 kτ θ=  (Torsional spring) 

3.1.2. -./0!1�$ (Dampers) 

E�1BF�0�BFRD�PF��0����1�5��H0�/5J�4������2O����1�DIM�1�D�4OQX�4ND B1C��1����B/5C��D���E�1BF��������E��
�J�DND���������LJ�1������B/5C��D��� �M�N3J����2OYB2�4�5����D  2M�3���ND�������	1Q1�E��X�4D��1�����M��S��34P�
B/5C��D���ND���2P� 
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x�  
2M�3��� linear damper E�����B���LGID���E�1BF�����2�1��D�����/��1B�S� 

 F bx= �  
KJ�F5�4��I�2��LJ��L��E�1BF���1����B/5C��D��� E�����B���LGID�������J�D���B/5C��D�����1�/Q�EF���1/��1B�S�ND

���4C� damper ��� ( )x y−� �   ���D�IDB����2�1��KBL�4D	�J�Q� ( )F b x y= −� �  

 
2M�3��� torsional damper E�����B���LGID���E�1BF�����2�1��D�����/��1B�S�B���1P1 

 bτ θ= �  

3.2. �	�"�3	
-��45	�1
�	
#6(�7	"��$81
�����	
�� 

ND�����F��YY����B��	�JB��4D���� Dynamics \G��N�J Newton_s Law BFRD35��2M�/�Y  \G��D���G�H��������1��2���
B�C���P�2�L����J��
Q�D����D�I  �����I�4��B31��������2�J��E���M�5��L������2Q�D1�����	1Q\��\J�D�DB��D	F  ���D�ID
ND���D�I���5Q��KG��������2�J��E���M�5�����/0����2����J�4�������L�� Newton D�IB�Q�D�ID  �`��DM�1�N�J�S/C��`LJ����
2��  2M�3������	K5 (translation) ��1�21����Q� 

 F ma=∑  
E5�2M�3������31PD (rotation) ��1�21����Q� 

 T Jα=∑  

3.2.1. ����/��-"!�(
 (Mass-spring system) 

y x δ= +

x

δ

  

m

ky

mg
y

FBD

 
����OF Free Body Diagram (FBD) 	�J my ky mg= − +��  (↓+) 

E�D/Q� y x δ= +  ��	�J ( )mx k x mgδ= − + +��  
����OF��	�J mx kx mg kδ+ = −��  
��4��� δ  /C���4�4C�L��2F��� ND2X���21�P5 \G��E���G�������4C����L��2F�����B�Q����DIM�3D��L�����KP D��D/C� 

 mg kδ=  
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���D�ID 0mx kx+ =��  
��������	 ��	�
	��	�����	������������� x  �����	�����	���	���������� (��� !���	������"
�������	
�#����) 

�
	���������%���
������������ �����&���&�����'&�" �	�������
�(��")�*��+, �� �����	 ���	�
	����	�����	�������������
�����	�����	���	�������������� 

�	��1�":1
�	/;��/<	�(81
����/��-"!�(
 

�	
��(�����	�-

�!	�� (Natural response) /C�������2D��L��������12X���B���1�JD����M�3D�N3J 3�C� 
initial conditions   ��4	1Q1� ��D�P�1�B���4�LJ���5����4�B�5�  2M�3�������1�5-2F���������2D�����4OQND�OFL��
���E��Q��G�D�41B��4�����C��3DG���Q�BFRD free vibration 

���21���L������1�5-2F���/C� 
 0mx kx+ =��  (3.1) 

B����2�1��K3�������2D��	�J��4���3�
5Be54L��21���B����DP��D��D�I ND���D�IB����N�J�������5�F5�2���D�I 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0m s X s sx x kX s − − + = �  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0ms k X s msx mx+ = + �  

 ( ) ( ) ( )2 2

1
0 0

/ /

s
X s x x

s k m s k m
= +

+ +
�  

EF5�5�F5�24J�D�5��	�J  

 ( ) ( ) ( )0 cos 0 sin

cos sin

k m k
x t x t x t

m k m

a bθ θ

= +

= +

�  

��4����M�3D�N3J ( )0a x= , ( )0
m

b x
k

= �  E5� k
t

m
θ =  


5��1L��
g�����D sine E5� cosine �S4��/�BFRD
g�����D sine ���1�B
2BF5��4D	F���B��1\G��2�1��KEF5�	�J���D�I 

 ( )cos sin sin

sin cos cos sin

a b A

A A

θ θ θ φ

θ φ θ φ

+ = +

= +
 

 
1

2 2

tansin

cos

a
A a

b
A b

A a b

φφ
φ

− ==  
⇒ 

=   = +

 

 2 2 1cos sin sin tan
a

a b a b
b

θ θ θ − + = + + 
 

 

E�D/Q����EF���	�J�Q� ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 1
0

0 0 sin tan
/ 0

xm k
x t x x t

k m m k x

−
 

= + +  ⋅ 
�

�

 

211��N3J initial condition BFRD ( )0 5x =  E5� ( )0 0x =�  \G��31�4/��1�Q�1�5KO��G����	F3DG��3DQ�4 E5J�
KO�F5Q�4���34P�D���  211��B���1B��1N3J 4 N/mk =  E5� m = 0.1 kg ��	�J������2D��BFRD 

 
( )

( )

14 5
5sin tan

0.1 0.1/ 4 0

5sin 6.32 / 2

x t t

t π

− 
= +  ⋅ 
= +
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c
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- 
x
(t

)

x(t)=5sin(6.32+pi/2)

 
/��1K��L��������2D����1���1���� (	1Q1���D�P�1�����D) ��B��4��Q�BFRD%�	��'=-

�!	�� 3�C� natural 

frequency 

 
/   rad/s

1
   Hz

2

n
k m

k

m

ω

π

=

=
 

BDC������ND��0�D�IBFRD���E��Q����	1Q1�E�1BF���1�B���4�LJ�� B���G�B��4�/��1K��ND���E��Q�D�I����4Q��3DG��B�C��BFRD
���B������Q� undamped natural frequency ND����4Q��LJ���JDD�I 6.32 rad/s

n
ω =  

���21������ (3.1) B��2�1��KBL�4D�4OQND�OFL�� 
n

ω  	�JBFRD 

 2 0
n

x xω+ =��  
\G��B��2�1��KN�J�OF21���D�IND���3�/��1K�����1����	�JB54��4	1Q�J��3�
5Be54L��21����DP��D�� 

3.2.2. ����/��-"!�(
--./0!1�$ (Mass-spring-damper system) 

  

m

mg
x

bx�kx

FBD

 
��� FBD ��	�J 

 mx kx bx= − −�� �  
L�4IM����/��I��Q� 2�B3�P���B��	1Q�J��/��E�� mg BDC������B���M�3D��M�E3DQ� y �J���������M�E3DQ�21�P5 ������	�J

�����4�Q�D3DJ�D�IE5J� 

 0mx bx kx+ + =�� �  
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�	��1�":1
�	/;��/<	�(81
����/��-"!�(
--./0!1�$ 

������4����	FE1J��	1Q1�E�1BF���F������4OQ E�Q�S1����1�/P021����L��E�1BF�����4���1���� B����3��	1Q1�
/P021����E�1BF���E5J����KP���B/5C��D��� KJ�	1Q1�E��X�4D��1�����M��S��B/5C��D���	FB�C��4��4	1Q1����2�ID2P�  E�QND����
������I�35�4��B3SD�Q�E1J�Q���	1Q1�E�1BF���F������4OQ�J�4 E�QB1C��B/5C��D���E5J� ND���2P��S34P�5�B��	�JND���2P�  E2���Q�
������I�35�41�/P021����L��E�1BF���Ei��4OQ	1Q1���SDJ�4 B�QD �����1�E��B2�4���DL�����KP31PD (dry friction) 3�C�
/��13DC�L��5O�FkD���1����35Q�5C�D�J�4L��B35� (viscous friction)  BFRD�JD \G���M�N3J�����M�D�D1��N�JE���M�5��
1�5-2F���-E�1BF��� 

������2D��L������1�5-2F���-E�1BF���2�1��K�M�ED�BFRD35�4E��LGID���LD��E�1BF���  KJ�E�1BF���
�Q�D ������B������E��Q� (oscillatory) BFRD���
 sinusoidal /5J�4���ND����1�5-2F���  E�QE�1�5��O���5�5�B�C��4m
��1B�5��DBFRD�OD4�ND���2P� B��B��4�������2D��ND5��H0�D�I�Q�BFRD underdamped  KJ�����1�E�1BF���ELS����M�N3J
�������2D����4	1Q1����E��Q�B���LGIDB��4�������2D��ND5��H0�D�I�Q�BFRD overdamped   KJ�E�1BF���1�/Q�/��1
ELS��4OQ��3�Q���5����I�2��E�� �5Q��/C� 1�E�1BF�������Q�D���2P���4���4��	1Q�M�N3JB������E��Q� B��B��4�������2D���Q��
�Q�D�I�Q�BFRD�Q�����n�� 3�C� critically damped  �����B/���3�������2D����I�2�1E��D�I��45�B��4���	�J�5Q��X�435��  
ND��D�IB��4�E�QN3JBLJ�N�35�����/�Q��m E5��������3�������2D��B�Q�D�ID 

���21���L������1�5-2F���-E�1BF���/C� 

 0mx bx kx+ + =�� �  
B�C��N3J�Q�4�Q����BLJ�N� B����211���Q�����1� 0.1 kgm = , 0.4 N s/mb = ⋅  E5� 4 N/mk =  E5�1� 

initial conditions ( )0 0x =�  E5� ( ) 00x x=  
B����3�
5Be54L��21���D�I��4N�J�������5�F5�2 

EF5�5�F5�2��	�J 0.1 0.4 4 0x x x+ + =�� �  

 ( ) ( ) ( )2 0 0s X s sx x− − � ( ) ( ) ( )4 0 40 0sX s x X s  + − + =      

 ( ) ( )2

0 04 40 4s s X s sx x+ + = +  

 

( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

0

2

0

2

0 0

2 22 2

0
0 2 22 2

4

4 40

4

2 36

2 2

2 6 2 6

2 6

32 6 2 6

s x
X s

s s

s x

s

s x x

s s

s x
x

s s

+
=

+ +
+

=
+ +

+
= +

+ + + +

+
= +

+ + + +

 

BDC������ ( )
( )

1 2

2 2

2
cos6

2 6

t
s

L e t
s

− −
 +

= 
+ +  

 E5� 
( )

1 2

2 2

6
sin 6

2 6

t
L e t

s

− −
 

= 
+ +  

 

���D�IDEF5�5�F5�24J�D�5����	�J 
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( )

( )

2 20
0

2

0

2 1

0

cos6 sin 6
3

1
cos6 sin 6

3

1
1 sin 6 tan 3

9

t t

t

t

x
x t x e t e t

x e t t

x e t

− −

−

− −

= +

 = + 
 

= + +

 

211��N3J 0 5x =  B�QDB��4����NDLJ����
Q�D1���	�J�Q� 

 ( ) ( )25.27 sin 6 1.25t
x t e t

−= +  

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-2

-1

0

1

2

3

4

5

time - t(s)

d
is

p
la

c
e
m

e
n
t 

- 
x
(t

)

x(t)=5.27exp(-2t)sin(6t+1.25)

 
��B3SD�Q�E1J�Q�/Q�1�5 m  E5�/Q�/��1ELS�2F��� k  ��B�Q�B��1  E�QB1C��1�E�1BF���B���1BLJ�1��M�N3J���E��Q�

/Q�/��1K�����1����B1C��1�E�1BF��� 3�C����B��4��Q� damped natural frequency 6 rad/s
d

ω =  \G��	1QB�Q������0����4��	1Q

1�E�1BF���\G��1� undamped natural frequency / 6.32 rad/s
n

k mω = =  
B��2�1��K3�/��1K��ND���E��Q�	�J��4	1Q�J��3�
5Be54L��21���B����DP��D����I�31� ��4��������0���

5L�� ( )X s  (\G���S/C� auxiliary equation L��21���B����DP��D��) \G����53�	�J������L��21��� 

 2 4 40 0s s+ + =  
\G����	�J��5BFRD 

 
4 16 160

2

2 6

s

i

− ± −
=

= − ±

 

��B3SD�Q�/Q�/��1K��ND���E��Q���	�J���2Q�D��D�X��L����5 NDL0����2Q�D����L����5�����KG�E�1�5��O�

L�����E��Q����5�5��J�4
g�����D 2t
e
−   B����	�J�G�H���45�B��4�������2D��L������ND���Q�m 	F 

 



����� 3 ����	

�� 


�.��. ��������� ����	�����   ���� EGME325 Automatic Control 
/0��������1��2��� 13����4�5�413��5   Last Updated 6/9/2008 
 

7 

���1>?	
 

b1

m1

m2

k1

b2 k2

y

x

 

 
( ) ( )

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 2

m y b y k y b x k x

m x b b x k k x b y k y

+ + = +

+ + + + = +

�� � �

�� � �
  

���1>?	
  ��3�E���M�5�����/0����2��� E5�/��1K�����1����L��5O��PJ1  

 0
g

l
θ θ+ =��   

 n

g

l
ω =   

 
���1>?	
  ��3�/��1K�����1����L�������Q�	FD�I 

 
1

2
n

k

m
ω =   

 
���1>?	
  ��3�21���B����DP��D�����E�D����NDX�� E5�3�/��1K�����1����L������ 

 
2

2
0

kR
x x

J mR
+ =

+
��   

 
2

2n

kR

J mR
ω =

+
  
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���1>?	
  ���KPKO�EL�D�J�4B2JD5��2��B2JD���E2��ND�OF B1C��KO�F5Q�4����M�E3DQ�D�I ���KP��E��Q��J�4/��1K�����1���� 
\G���������D�I2�1��KN�JND���3�/Q� moment of intertia ���E�D���31PDL�����KP�J�4�����5��	�J  ��4������/��L��
���E��Q� T  ��E2���Q� Moment of inertia  2�1��K3�	�J���/��12�1��D��  

Fmg/2

h

F mg/2

mg

2a

2

mg
φ

2

mg
φ

 

 
2 2

2

T a mg
J

hπ
 =  
 

  

 

 


