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อาจารยผูสอน ผศ.ดร. อิทธิโชติ จักรไพวงศ 
 
อานคําสัง่ใหเขาใจกอนลงมอืทํา 

1. ขอสอบมี 6 ขอ ขอละ 10 คะแนน ใหทําทกุขอ 
2. ใหแสดงวิธีทําอยางมีระเบยีบเปนขั้นตอนในสมุดคําตอบ 
3. ใชวิธีการที่กําหนดใหเทานัน้ คําตอบที่ถูกแตใชวิธีการอื่นในการหาคําตอบ หรือไมได

แสดงวิธีการคดิจะไมไดคะแนน 
4. ไมอนุญาตใหนําหนังสือ สมุดจด หรือกระดาษใดๆ เขาหองสอบ 
5. อนุญาตใหใชเครื่องคิดเลขรุน FX-115 เทานั้น 
6. กําหนดใหใชจํานวนทศนยิมอยางนอย 3 หลักในการคํานวณทุกขอ 
7. ไมอนุญาตใหเขาหองน้ํา หากจําเปนตองเขา ใหกรรมการคุมสอบเขียนวา “เขาหองน้ํา คร้ัง

ที่ x” ที่หนาปกสมุดคําตอบ นักศึกษาจะถูกหักคะแนนครั้งละ 10% ของคะแนนที่ได 

 
1) เนินชะลอความเร็วรถยนต (speed hump) ขนาดกวาง 3.2 เมตร มีรูปรางหนาตัดดงัแสดงในภาพ
ขางลางนี้ และใหตารางแสดงความสูง (h) ที่ระยะตางๆ จากตําแหนงกึ่งกลาง จงคํานวณหา
พื้นที่หนาตัดของเนินชะลอความเร็วโดยใชวิธีการตอไปนี ้(ใหตอบหนวยเปนตารางเมตร) 

 
l (m) 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 
h (m) 0.100 0.095 0.090 0.081 0.071 0.058 0.043 0.025 0.000 

 
 1.1 กฎสี่เหล่ียมคางหมูแบบหลายชวง 
 1.2 กฎเศษหนึง่สวนสาม (1/3) ของซิมปสันแบบหลายชวง 
 

2) จงหาคาอินทิกรัล 
2

0

xI e dx= ∫  โดยใชวิธีการดังตอไปนี้ 

 2.1 การอินทิกรัลแบบรอมเบิรกสองครั้ง 
 2.2 การหาคาอินทิกรัลแบบเกาส 4 จุด (n = 4) 
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3) จงใชระเบียบวิธีของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่เพื่อแกสมการเชิงอนุพันธสามัญ 

 2 sindy y t
dt

+ = , ( )0 1y =  

กําหนดใหใชความกวางชวง h = 0.1 และคํานวณผลเฉลยในชวง 0 0.1t≤ ≤  และสรุปผลเฉลยใน
รูปของตารางดังตัวอยางนี ้

t 0.0 0.1 
y(t)   

 
4) จงแปลงสมการเชิงอนุพันธ 
 2y y y t′′ ′+ + = , ( )0 1y = , ( )0 0y′ =  
ใหเปนระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง แลวจึงใชระเบยีบวิธีของออยเลอรในการหาผลเฉลย
ในชวง 0 1.0t≤ ≤  โดยกาํหนดใหใชความกวางชวง h = 0.5 และสรุปผลเฉลยในรูปของตารางดังนี ้

t 0.0 0.5 1.0 
y(t)    

 
5) จงผลเฉลยของสมการการนําความรอนในแผนโลหะขนาด 2x1 หนวย (สมการเอลลิปติก) 

 
2 2

2 2 0T T
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

ซ่ึงมีเงื่อนไขขอบเขตกําหนดดังแสดงในรูป  จงหาผลเฉลยโดยใชวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite 

difference) โดยใช Δx = Δy = 0.50 

 
   

250 25T x x= −  
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6) พิจารณาสมการการสั่นของเสนลวดซึ่งขึงตึงที่ปลายทั้งสองขาง (สมการไฮเพอรโบลิก) 

 
2 2

2
2 2

u uk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตและเงือ่นไขเริ่มตนดงัแสดงในรูปตอไปนี ้

1.0

u(x,0)x/10

Dx = 
0.25

0.075

u(x,t)

x

 
จงหาผลเฉลยโดยใชวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference) ในชวง 0 0.50t≤ ≤ โดยกําหนดใหคา k 

= 1, Δx = 0.25 และเลือกคา C = 1 (ซ่ึงทําใหไดคา Δt = 0.25) และสรปุคําตอบในรปูของตารางดัง
ตัวอยางตอไปนี้ 

u(x,t) x = 0.00 x = 0.25 x = 0.50 x = 0.75 x = 1.00 
t = 0.00      
t = 0.25      
t = 0.50      
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สูตรที่ใหสําหรับการสอบปลายภาค 
กฎสี่เหล่ียมคางหมู (Trapezoidal rule) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

b

a

b a
I f x dx f b f a

−
= +∫  

กฎสี่เหล่ียมคางหมูแบบหลายชวง (Multiple-application trapezoidal rule) 

 ( ) ( ) ( )
1

0
1

2
2

n

i n
i

hI f x f x f x
−

=

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ โดยที่ b ah

n
−

=  (n = จํานวนชวง) 

กฎของซิมปสัน (Simpson’s 1/3) 

 ( ) ( ) ( )0 1 24
3
hI f x f x f x+ +⎡ ⎤⎣ ⎦  โดยที ่ 2 0

2 2
x xb ah
−−

= =  

กฎของซิมปสันแบบหลายชวง (Multiple-application Simpson’s 1/3) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

0
1,3,5 2,4,6

4 2
3

n n

i j n
i j

hI f x f x f x f x
− −

= =

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  โดยที่ 0nx xb ah

n n
−−

= =  

กฎเศษสามสวนแปดของซิมปสัน (Simpson’s 3/8 rule) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
3 3 3
8
hI f x f x f x f x+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦  โดยที่ 3 0

3 3
x xb ah
−−

= =  

การหาคาอินทกิรัลแบบรอมเบิรก (Romberg Integration) 

 4
4 1

k
M L
k

I I
I

−
=

−
 

การหาคาอินทกิรัลแบบเกาส (Gauss integration) 

  
 การแปลงโคออรดิเนต (Coordinate transformation) 

 ( ) ( )
1

1

b

a
I f x dx g dξ ξ

−
= =∫ ∫  โดยที่ 

2 2
a b b ax ξ+ −

= +  
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วิธีของออยเลอร (Euler’s method) 

 สําหรับสมการอนุพันธอันดบัหนึ่งในรูป ( ),dy f x y
dx

=  

 ( )1 ,i i i iy y f x y h+ = +  
วิธีของฮวน (Heun’s method) 
 ( )0

1 ,i i i iy y f x y h+ = +  

 ( ) ( )0
1 1

1

, ,

2
i i i i

i i

f x y f x y
y y h+ +

+

+
= +  

วิธีของออยเลอรที่ปรับปรุงแลว (Modified Euler’s method) 

 ( )1/ 2 ,
2i i i i
hy y f x y+ = +  

 ( )1 1/ 2 1/ 2,i i i iy y f x y h+ + += +  
วิธีของรุงเงอ-คุททาอันดับสอง (2nd-order Runge-Kutta method) 
 ( )1 1 1 2 2i iy y a k a k h+ = + +  
 ( )1 ,i ik f x y=  
 ( )2 1 11 1,i ik f x p h y q k h= + +  
 สําหรับ a2,  1 21a a= −  

   1 11
2

1
2

p q
a

= =  

 ถาเลือก  2
1   Heun's method
2

a = ⇒  

  2 1  Modified Euler'sa = ⇒  
วิธีของรุงเงอ-คุททาอันดับสาม (3rd-order Runge-Kutta method) 

( )1 1 2 3
1 4
6i iy y k k k h+ = + + +  

( )1 ,i ik f x y=  

2 1
1 1,
2 2i ik f x h y hk⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )3 1 2, 2i ik f x h y hk hk= + − +  
วิธีของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ (4th-order Runge-Kutta method) 

( )1 1 2 3 4
1 2 2
6i iy y k k k k h+ = + + + +  

( )1 ,i ik f x y=  

2 1
1 1,
2 2i ik f x h y hk⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3 2
1 1,
2 2i ik f x h y hk⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )4 3,i ik f x h y hk= + +  
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สมการเอลลิปติก (Elliptic equation): วิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference method) 

 
2 2

2 2 0T T
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

 1, -1, , 1 , -1 ,- 4 0i j i j i j i j i jT T T T T+ ++ + + =  
สมการพาราโบลิก (Parabolic equation): วธีิแบบชัดแจง (Explicit method) 

 
2

2

k T T
c txρ
∂ ∂

=
∂∂

 

 ( )1
1 11 2n n n n

i i i iT T T Tα α α+
+ −= + − +  โดยที่ ( )

( )2

k t

c x
α

ρ

Δ
=

Δ
 (α < 1/2) 

สมการพาราโบลิก (Parabolic equation): วธีิแบบปริยาย (Implicit method) 

 ( )1 1 1
1 11 2n n n n

i i i iT T T Tα α α+ + +
− +− + + − =  โดยที่ ( )

( )2

k t

c x
α

ρ

Δ
=

Δ
 

สมการพาราโบลิก (Parabolic equation): วิธีของแครงก-นิโคลสัน (Crank-Nicolson method) 

 ( ) ( )1 1 1
1 1 1 12 1 2 1n n n n n n

i i i i i iT T T T T Tα α α α α α+ + +
− + + −− + + − = + − + โดยที่ ( )

( )2

k t

c x
α

ρ

Δ
=

Δ
 

สมการไฮเพอรโบลิก (Hyperbolic Equation): วิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference method) 

 
2 2

2
2 2

u uk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 โดยที่ 2 Tgk

w
=  

 ( )1 1
1 12 2n n n n n n

i i i i i iu u u C u u u+ −
+ −= − + − +  โดยที่ ( )

( )

22

2

k t
C

x

Δ
=

Δ
 

สําหรับกรณีทีม่ีเงื่อนไขเริ่มตน (initial condition) เปน ( ), 0 0u x t
t

∂
= =

∂
 และเลือก 1C =  

จะได ( )1 0 0
1 1

1
2i i iu u u+ −= +  สําหรับ 0n =  

และ 1 1
1 1

n n n n
i i i iu u u u+ −

+ −= − + +  สําหรับ 0n >  
 


